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OZET

CIZGE TEORISI ILE KARMASIK SISTEMLERIN
ZEDELENEBILIRLIK ANALIZI: BASKINLIK YAKLASIMI

Ahmet COLAK

Yiiksek Lisans Tezi, Bilgisayar Bilimleri Anabilim Dali
Tez Damigmani: Prof. Dr. Aysun Aytac
15.01.2026, [42] sayfa

(Jizge teorisinin genig uygulama alanina sahip baskinlik teorisi kapsaminda,

bu caligmada "Kisith Ayrik Baskinlik’ kavrami ele alinmigtir.

Caligmanin temel amaci, literatiirde bilinen baz ¢izge operatorleri ve 6zel
cizge aileleri iizerinde kisith ayrik baskinlik sayisim (v4(G)) belirlemektir. Bu
kapsamda ilk olarak, bir G ¢izgesinin Orta Cizgesi M (G) ve Merkez Cizgesi
C(G) yapilar incelenmigtir. Yol (B,), Cevre (C,), Yildiz (K,,), Tekerlek
(Wi,), Tam (K,) ve Tam Iki Parcah (K ) Gizgeler gibi temel ¢izge simflarimin
bu operatorler altindaki dontigiimleri analiz edilmig ve kisith ayrik baskinlik

sayilar1 i¢in kesin formiiller veya sinirlar elde edilmigtir.

Buna ek olarak, kimyasal cizge teorisinde ve molekiiler yapilarin modellen-
mesinde onemli bir yere sahip olan altigen kaktiis zincirleri ¢aligma kapsamina
dahil edilmigtir. Para-altigen, Meta-altigen ve Ortho-altigen zincir yapilar
ayrl ayrl ele alinmig; bu yapilarin topolojik ozellikleri kullamlarak kisith ayrik
baskinlik sayilari hesaplanmig ve ilgili teoremler ispatlanmigtir. Elde edilen
sonucglar, kisith ayrik baskinlik parametresinin yapisal degisimler altindaki
davranigini ortaya koymaktadir.

Anahtar s6zciikler: Cizge Teorisi, Baskinlik, Ayrik Baskinlik, Kisithh Baskinlik,

Kisith Ayrik Baskinlik, Orta Cizgeler, Merkezi Cizgeler, Altigen Kaktiis Zincirleri.
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ABSTRACT

Vulnerability Analysis of Complex Systems Using Graph Theory:
A Domination Approach

Colak, Ahmet

M.Sc. in Department of Computer Science
Supervisor: Prof. Dr. Aysun Aytag
15.01.2026, 2] pages

Within the scope of dominance theory, which has a wide range of applications
in graph theory, these successful 'Restrained Disjunctive Domination’ concepts

have been examined.

The main objective of the study is to determine the restrained disjunctive
domination number (7¢(G)) on some graph operators and special graph
families known in the literature. In this context, firstly, the Middle Graph
(M(G)) and Central Graph (C(G)) structures of a graph G are examined.
The transformations of fundamental graph classes such as Path (P,), Cycle
(Cn), Star (K7,,), Wheel (W,,), Complete (K,), and Complete Bipartite (K, )
graphs under these operators are analyzed, and exact formulas or bounds for

their restrained disjunctive domination numbers are obtained.

In addition, hexagonal cactus chains, which have an important place in
chemical graph theory and the modeling of molecular structures, are included
in the scope of the study. Para-hexagonal, Meta-hexagonal, and Ortho-
hexagonal chain structures are handled separately; the restrained disjunctive
domination numbers are calculated using the topological properties of these
structures, and the related theorems are proved. The obtained results reveal the
behavior of the restrained disjunctive domination parameter under structural
changes.

Keywords: Graph Theory, Domination, Disjunctive Domination, Restrained
Domination, Restrained Disjunctive Domination, Middle Graphs, Central Graphs,

Hexagonal Cactus Chains.
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ONSOZ

Bu tez calismasi, Ege Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii catis1 altinda
giktigim ve akademik kimligimin gekillenmesinde bir dontim noktasi olan bi-
limsel yolculugun en somut tirtiniidiir. Bilgisayar Bilimleri alaninda derinlesme
arzusuyla bagladigim bu siirecte, caligmalarimi saygideger hocam Prof. Dr.
Aysun Ayta¢ damigmanhginda yiirtitme firsat1i bulmus olmak, benim igin
yalnizca akademik bir kazanim degil, ayn1 zamanda biiyiik bir ayricaliktir.

Enstitiiye adim attigim ilk giinden itibaren hissettigim destek ve giiven
ortami, lisansiistii egitimimin zorlu virajlarini, 6grenme hevesiyle dolu bir
kesif siirecine doniigtiirmiigtiir. Ozellikle tez konumun belirlenmesi agamasimda,
danigmanimin salt akademik bir yonlendirmeden ziyade, benim kisisel ilgi alan-
larimi ve bilimsel merakimi merkeze alan yaklagimi, bu ¢calismayi igsellestirmemde
kilit rol oynamistir. Kendisinin vizyonu ve rehberligi, ilgi duydugum alanlarda
ozgiirce caligabilmemin oniinii agmis ve aragtirmami biiyiik bir motivasyonla
stirdiirmemi saglamigtir.

Bu caligma, bir 6grencinin literatiire sundugu katkidan ote, Ege Univer-
sitesi’nin koklii akademik ikliminde filizlenen ve degerli hocamin rehberligiyle

yon bulan bilimsel seriivenimin ilk adimidir.

IZMIR
../../2026

Ahmet Colak






xiil

ICINDEKILER

Sayfa

13 ORTA CIZGELERDE KISITLI AYRIK BASKINLIK| . . . . . .. 11
l4 MERKEZI CIZGELERIN KISITLI AYRIK BASKINLIK SAYISI 20

[ KINDIKSAYISI. . . .o ooo oo 29
6 ALGORITMAl. . . .. ... . 36
[7 SONUT| . . . o o 38
[KAYNAKLAR DIZINI . . . .. .. . 39
................................. 41



SEKILLER DiZINI

2.1  P;5 Yol Cizgesi| . . . . . . . . .. . ... )
2.2 Cg Cevre Clzgesi| . . . . . . . . . . 5)
2.3 Wi Tekerlek Cizgesi| . . . . .. ... ... ... ... ... .. ... 6
2.4 K5 Yildiz Cizgesi| . . . .. .. ... ..o 6
2.5 K7 Tam Cizgesi| . . . . . . . . . .. .. 6
|2.6 K3 4 Iki Parcali Tam Qizgesil ...................... 7
2.7 Fs Qlzgesi| . . . . . . ... 10
[3.1 Ps Yol Cizgesi[. . . . . . . . . . . . 11
(3.2 M(Ps) Yol Orta Cizgesi] . . ... ... ... ... ... ....... 11
B3, o 14
[4.1  Farkh Cizgelerin Merkezi Cizge Gosterimler:) . . . . . . . .. . . .. 20
.2 L, Etiketh Cizgesy . . . . .. ... ... ... . 0. 31

b.3 M, Etiketli Cizgesi| . . . . . . . .. ... 33




XV

SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

Simgeler Agiklama

G Cizge

dege(v) (izgede bulunan v tepesinin derecesi

de(u,v) G cizgesindeki u ve v tepeleri arasindaki mesafe
N(v) v tepesinin komsu tepeler kiimesi

N{v] v tepesinin kendisi dahil komsu tepeker kiimesi
Ny (v) v tepesinin 2 uzaklikta bulunan tepeler kiimesi
N<o(v) v tepesinin 2 veya daha az uzaklikta bulunan tepeler kiimesi
diam(QG) G ¢izgesinin ¢api

M(G) G cizgesinin orta cizgesi

C(G) G ¢izgesinin merkezi ¢izgesi

L, n bloga sahip Para-altigen kaktis zincir ¢izgesi
M, n bloga sahip Meta-altigen kaktis zincir gizgesi

O, n bloga sahip Ortho-altigen kaktis zincir gizgesi



Simgeler

7(G)

(@)

RDD-kiume

Xvi

SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI II

Agiklama

G cizgesinin baskinlik sayisi

G ¢izgesinin kisitlanmig baskinlik sayist

G cizgesinin ayrik baskinlik sayisi

G ¢izgesinin kisith ayrik baskinlik sayisi

Bir cizgenin herhangi bir kisith ayrik baskinlik kiimesi

G cizgesinin en kiigiik elemana sahip herhangi bir kisith ayrik baski

G ¢izgesinin en kiiciik tepe derecesi

GG cizgesinin en biiyiik tepe derecesi






1 GIRIS

Giiniimiiz diinyasi, i¢ ige ge¢mis ve dinamik karmagik ag yapilari ile 6riilmiig
durumdadir. Internet omurgasindan kiiresel ticaret yollarina, sosyal medya
etkilesimlerinden hiicresel sinyal iletim mekanizmalarina kadar, yasamimizin
her yonii bir ag formunda kendini gosterir. Bu evrensel yapi, matematik,
istatistik, fizik ve bilgisayar bilimlerini bir araya getiren multidisipliner bir
aragtirma alani olan Ag Bilimi'nin yiikseligine zemin hazirlamigtir. Ag Bilimi,
karmagik sistemlerin altinda yatan ortak topolojik yasalari ve dinamikleri
ortaya ¢ikarmayi; agdaki kritik tepeleri, kiimelegmeleri ve dayaniklilik /zayiflik
dengesini belirleyen baglant1 ilkelerini anlamayi hedefler. Bu tiir analizler,
salginlarin yayilimini sinirlamaktan finansal sistemlerdeki riskleri modellemeye

kadar pek ¢ok somut probleme dogrudan katki sunar.

Matematiksel agidan bakildiginda, bu aglar bir ¢izge modeli iizerinden temsil
edilebilir: tepeler sistemi olusturan birimleri, ayritlar ise bu birimler arasindaki
iligkiyi ifade eder. Karmagik verilerin c¢izge formuna indirgenmesi, yapisal
ozelliklerin nicel bigimde incelenmesine olanak tanir; baglantililik, merkezilik
ve kiimelegme gibi 6lgiitler bu noktada temel araglardir |Ore, 1962, |Cockayne
& Hedetniemi, 1977, [Hamada & Yoshimural 1976, Buckley & Hararyl, 1990,
Newman, 2010]. Ozellikle “kontrol etme”, “gozetleme” ya da “etki alam
olusturma” fikrini merkezine alan parametreler, cizge teorisinin 6nemli bir

caligma sahasi olan baskinlik kurami altinda toplanir.

Baskinlik kurami, bir ¢izgede secilen belirli bir tepe kiimesinin tiim ¢izgeyi
ne olciide kapsayabildigini inceler. Klasik baskinligin yani sira toplam, yari-
toplam, kisith baskinlik, ayrik baskinlik ve kisith ayrik baskinlik gibi farkh
tanimlar; gercek sistemlerde “kapsama’” ihtiyacinin farkh kosullar altinda nasil
degistigini modellemek icin geligtirilmistir[Haynes et al. [1998| |Domke et al.,
1999| \Goddard et al., 2014}, Malalay & Jamil, |2022]. Bu tez ¢caligmasinda ise, bu
aile icinde yer alan ve hem kapsama hem de yapisal kisitlar1 ayni anda dikkate

alan kisith ayrik baskinlik yaklagimi ele alinacaktir.



Ag modelleri yalmzca sosyal ya da teknolojik sistemlerle sinirli degildir;
kimyasal ve biyolojik yapilarda da dogal bir temsil aracidir. Kimyasal baglarin
¢izge olarak modellendigi bu baglamda, ozellikle karbon temelli halkasal
yapilarin diizeni dikkat ¢ekicidir. Bu noktada kaktiis zincirler (kaktiis ¢izgeleri),
halkalarin birbirleriyle en fazla bir ortak tepe tizerinden baglandigi 6zel bir sinif
olarak one ¢ikar [Turaci, |2018]. Boyle yapilar, polimer kimyasi ve molekiiler
tasarim stireclerinde stabilite ve reaktiviteyi anlamaya yonelik topolojik bir
gerceve sunar; potansiyel ila¢ adaylarinin ya da yeni malzemelerin yapisal
ozelliklerini analiz etmede yararli bir modelleme dili saglar. Bu yapilarin 6nemi
dolayisiyla, literatiirde altigen ve diger ¢okgen kaktiis zincirleri iizerine yapilan
cesitli baskinlik calismalart meveuttur. Ornegin, [Bermudo et al., 2022] altigen
sistemlerde k-baskinlik sayilarimi incelemis; [Majstorovié et al., 2016] m-kaktiis
zincirlerinin baskinlik sayilari tizerine caligmigtir. Benzer sekilde, beggen kaktiis
zincirleri {izerine [Mihajlov Carevi¢, 2022] tarafindan 6nemli bulgular elde
edilmigtir. Ayrica kaktiis ¢izgelerinde toplam ve kisith baskinlik tiirleri de
[Mojdeh et al., 2018| tarafindan detayhca ele alinmigtir.

Bu tezde ele alinan bir diger onemli bakig acisi, ¢izgelerin belirli dontigtimler
altinda incelenmesidir. Cizge teorisinde orta ¢izge (middle graph) doéntigiimii,
tepelerle birlikte ayritlar: da yeni tepelere donitistiirerek, “baglantilarin” yapisal
roliinii dogrudan analizin pargasi héline getirir [Hamada & Yoshimura, [1976].
Boylece yalnizca hangi tepelerin kritik oldugu degil, hangi baglantilarin agin
kontrolii ve igleyisi agisindan belirleyici oldugu daha agik bigimde gortlebilir.
Bu 6zellik, baskinlik temelli problemlerde kapsamanin tepe diizeyinin 6tesine
taginmasina; gozetimin ayni zamanda baglant1 davranisi tizerinden de yorum-

lanmasina imkan verir.

Merkezi ¢izge (central graph) doniigimi ise komguluk yapisimi farkli bir
diizlemde yeniden kurgulayarak, agin erigilebilirlik ve kapsama davraniglarini
daha ayirt edici bir bigimde ortaya gikarir [Vernold Vivin & Venkatakrish-
nan, 2008]. Bu doniigiim sayesinde, dogrudan komsgulukla simirli kalmayan

etkilesimlerin topolojik karsihigi daha goriintir hale gelir; dolayli kontrol,



alternatif erisim yollar1 ve yapisal dayaniklilik gibi kavramlar baskinlik bakig
acisiyla daha net bigimde tartigilabilir. Dolayisiyla merkezi ¢izge, “kiiciik bir
tepe kiimesinin” tiim yapiy1 giivenilir bigcimde ne oOlgiide kontrol edebilecegini
farkli bir doniigim altinda karsilagtirmali incelemek igin elverigli bir zemin

sunar.

Sonug olarak, orta ve merkezi ¢izge dontigiimleri; agin tepe—ayrit etkilegimini
zenginlestirmeleri, kontrol ve kapsama kavramlarini farkli topolojik pencere-
lerden olgiilebilir kilmalar1 ve baskinlik ailesindeki problemlere yeni bir analiz
sahast ag¢malari bakimindan o6nemlidir. Bu 6nem dogrultusunda, kimyasal
agidan anlamli bir siif olan kaktiis zincirler tizerinde kisith ayrik baskinlik
yaklagimini, bu doniigimlerle birlikte ele almak; hem kuramsal hem de
uygulamali acidan giiclii bir cerceve sunmaktadir. Iste bu gerekeeler, bu tez

caligmamizin temel motivasyonunu olugturmaktadir.

Tezin 2. boliimiinde, caligma boyunca kullanilacak temel kavram ve tanimlar
verilmistir. 3. boliimde orta ¢izgeler tizerinde kisith ayrik baskinlik sayisina
iligkin teoremler ortaya konulmus ve ispatlar: sunulmustur. 4. béliimde merkezi
cizgeler icin kisith ayrik baskinlik sayisina dair teoremler olugturulmus ve
ispatlanmigtir. Bir sonraki, 5. boliimde para, meta ve ortho kaktiis cizgeleri
iizerinde durularak, bu yapilarin kisith ayrik baskinlik sayilarina iligkin
tanmimlar verilmis ve ilgili teoremler ispatlariyla birlikte sunulmugtur. Son
boliim, 6. Boltimde ise birlestirilmis bir ¢izgenin kisithi ayrik baskinlik sayisini
belirlemekte kullanilan algoritma gelistirilmigtir. Geligtirilen algoritmanin

caligma mantigl ve karmasiklik notasyonlar: olan O ve O* verilmigtir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, teoremlerin ispatinda kullanilacak bazi temel tanimlar ve-
rilmigtir. Bu calismada kullanilan notasyon ve c¢izge teorisi terminolojisi i¢in

genel olarak |[Buckley & Harary, 1990, Ore, |1962] esas alinmigtir

Cizgeler, tepeler ve bu tepeleri birbirine baglayan ayritlardan olusan yapilardir.
Bir G ¢izgesinin her tepe ¢ifti arasinda en az bir yol var ise, G ¢izgesine
birlestirilmis ¢izge denir. Bir ¢izgedeki herhangi bir tepenin bagh oldugu diger
tepelerin sayisi, o tepenin derecesi olarak adlandirilir ve deg,(v) ile gosterilir.
Izole tepe, bir G cizgesinde derecesi sifir olan tepelerdir. Cizgede derecesi 1 olan
tepe, ug (pendant) tepe olarak adlandirihr. En az bir ug tepeye komsu olan
tepeye destek (support) tepe denir. Bir G ¢izgesinin tiim tepelerinin dereceleri
icerisinden en kiigiik olan tepe derecesine GG ¢izgesinin en kiiciik tepe derecesi,
en biiyiik olan tepe derecesine GG ¢izgesinin en biiyiik tepe derecesi denir denir
ve sirasiyla 0(G) ile ve A(G) ile gosterilir. Eger, ¢izgede herhangi bir v tepesi ve
ona bagli olan ayritlar silindiginde, cizgenin bilegen sayisi artiyorsa yani artik

birlegtirilmemis bir ¢izge oluyorsa, o tepeye kesim tepe (cut-vertex) denir.

Bir G gizgesinde v € V(G) olmak iizere v tepesinin komgulugu veya agk
komgulugu N(v) veya Ng(v) seklinde gosterilir ve Ng(v) = { u € V(G) |
wv € E(G)} seklinde tammmlanir. Eger v tepesinin kendisi de bu kiimeye dahil

edilirse kapali komsuluk elde edilir ve N|v] ile gosterilir.

Bir G c¢izgesinde herhangi iki tepe arasindaki en kisa yolda bulunan ayrit
sayisina iki tepe arasindaki uzaklik denir. u, v € V(G) olmak tizere G ¢izgesinde
u ve v tepeleri arasindaki uzaklik dg(u,v) veya d(u, v) ile gosterilir. Buna bagh
olarak, bir v tepesine olan uzakligi tam olarak 2 olan tepelerin olugturdugu
kiime, o tepenin 2-komgulugu (ikinci dereceden komsulugu) olarak adlandirilir
ve Ny(v) ile gosterilir. Benzer gekilde v tepesine olan uzakliklar 2 veya 1 olan

tepelerin olugturdugu kiime N<o(v) ile gosterilir.



G birlegtirilmig bir ¢izge ve v € V(@) olmak tizere v tepesinin aciklik degeri
e(v) veya eg(v) ile gosterilir ve e(v) = max{d(u,v) | v € V(G)} olarak
tanimlanir. Bir ¢izgesinin ¢ap1 diam(G) ile gosterilir ve diam(G) = max{ e(v) |

v € V(G)} olarak tanmmlanir.

F C E(G) olsun. Eger G ¢izgesinin her tepesi F' kiimesinin bazi ayritlarinin
ug tepesi ise, o zaman F' kiimesine G ¢izgesinin ayrit ortii kiimesi denir. Ayrit
orti kiimeleri arasindan en az elemanli kiimenin eleman sayisina, ¢izgenin ayrit

ortl sayist adi verilir ve p(G) ile gosterilir.

Ayrica, bir G ¢izgesinin ayritlarinin tepe olarak kabul edildigi ve G iginde
ortak bir uca sahip olan (kesigen) iki ayritin yeni yapida komsu tepe olarak
tanimlandig ¢izgeye, G'nin ¢izgi ¢izgesi (line graph) denir ve L(G) ile gosterilir.

Agag, cevre icermeyen birlegtirilmis bir ¢izgedir.

Tanim 2.1. [Buckley & Harary, 1990, Ore, 1962 Yol Cizgesi P,, tepe derecesi
1 olan ki tepeye ve tepe derecesi 2 olan n — 2 tepeye sahip bir agactir. Sekil
[2.1)'de bir Pi5 yol ¢izgesi gosterilmistir.

OO0 00000 O0-L-O--G-O-O

Sekil 2.1: P5 Yol Cizgesi

Tanim 2.2. [Buckley & Harary, |1990, |Ore, |1962] Ceuvre ¢izgesi C,,, n tepeli ve
n ayrith ve tim tepe dereceleri 2 olan bir ¢izgedir. Sekil[2.9'de Cy ¢evre ¢izgesi

gosterilmistir.

Sekil 2.2: Cy Cevre Cizgesi



Tamim 2.3. [Buckley & Harary, 1990, Ore, 1962] Tekerlek ¢izgesi, tek bir

tepenin C, cevre ¢izgesinin tum tepeleri ile toplanmasy ile olusturulan n + 1
tepeli bir c¢izgedir. Wi, seklinde gosterilir. Sekil ’te Wie tekerlek ¢izgesi

gosterilmistir.

Sekil 2.3: W ¢ Tekerlek Cizgesi

Tanim 2.4. [Buckley & Harary, |1990,|0re, |1962] Yildiz ¢izge K, bir tepenin
tepe derecesi n ve digerinin tepe derecesi 1 olan bir agactir. Sekil’te K

yildiz ¢izgesi gosterilmaistir.

Sekil 2.4: K, 5 Yildiz Cizgesi

Tanim 2.5. [Buckley & Harary, |1990, |Ore, |1962] Bir G ¢izgesindeki her tepe

kendisi disindaki tim tepelere komsu ise, bu ¢izgeye tam ¢izge adr verilir. n adet

tepeli bir tam ¢izge K, ile gosterilir. Sekil[2.0de K7 tam ¢izgesi gosterilmistir.

Sekil 2.5: K7 Tam Cizgesi



Tanim 2.6. [Buckley & Harary, 1990, |Ore, |1962] Bir G ¢izgesinin tepeler
kiimesi |Vi| = m ve |Va| = n olacak sekilde V =V, UV, wve ViNVy =@ dir.
E ayritlar kimesinin her bir uv ayritt Yu € Vi ve Yv € V4, den olusuyorsa G
cizgest ki parcaly tam ¢izge olarak adlandirilir ve K, , olarak gosterilir. Sekil

[2.0da Ks 4 iki parcaly tam ¢izgesi gosterilmistir.

Sekil 2.6: K34 Iki Parcahh Tam Cizgesi

Tamim 2.7. [Haynes et all |2021] G = (V, E) bir ¢izge olsun. D C V' olmak
tzere; eger V. — D kiimesindeki her v tepesi i¢cin D kiimesinde v ye komsu en
az bir tepe bulunuyorsa, D kiumesi G nin bir baskin kimesi olarak adlanduriler.
En Kicik eleman sayisina sahip kiimenin eleman sayist o ¢izgenin baskinlik

sayisine verir ve y(G) ile gosterilir.

Tanim 2.8. |Goddard et all 2014, |Jamil & Malalay, |2019/G = (V,E)
birlestirilmis bir ¢izge olsun. Bir S C V(G) kiimesi Yv € V. — S i¢in:

e v'nin S’de bir komsusu ya da
o v’den uzakhgi 2 olan en az iki tepe S’de olmalidur.

Bu durumda S bir ayrmk baskinlik kimesidir. Boyle bir kimenin minimum

kardinalitesi, G 'nin ayrk baskinbk says v4(G) ile gosterilir.

Tanim 2.9. Malalay € Jamil,|2022]G = (V, E) 'nin izole tepelerden olusmayan
bir birlestirilmis ¢izge olsun. S C V' kumest i¢in, eger S, G 'nin baskin bir
kiimesiyse ve V- — S deki her tepe V' — S’deki baska bir tepe ile komsuysa, S 'ye
G'’nin kisitlanmas baskin kimesi denir. Kisitlanmas baskin kimenin minimum,

kardinalitesi, G 'nin kisitlanmas baskinlik sayisidir ve v,.(G) ile gosterilir.

Tamim 2.10. [Malalay & Jamil, 2022] G = (V,E), izole tepe icermeyen
birlestirilmis bir ¢izge olsun. S C V' kiimesi, G’nin bir ayrik baskin kiimesi

olmak tzere; eger her v € V. — S tepesi i¢in,



o wv € F olacak sekilde en az bir u € V — S tepesi varsa, veya

e dg(u,v) =2 ve dg(w,v) =2 olacak sekilde iki farkly u,w € V — S tepesi

bulunuyorsa,

S kimesi, G'nin bir kisith ayrik baskin kimesi RDD-kimesi (restrained
disjunctive dominating set) olarak tanimlanir. G ¢izgesinin kisitly ayrik baskin
kiimeleri arasindan minimum kardinaliteye sahip olanin eleman sayisina ise

kusutl ayrik baskinhk saypse denir ve v4(G) ile gosterilir.

Asagida, tez calismamizin temelini olusturan P,, C,,, K,,, K, , ve Wy, gibi
temel cizge smiflar icin literatiirde daha once elde edilmis baskinlik, kisith

baskinlik ve ayrik baskilik sayisi degerleri sunulmustur [Haynes et al., [1998].

Teorem 2.1. n > 3 olmak tzere, P, yol c¢izgesi ve C,, cevre ¢izgesi i¢in

baskinhk sayilary soyledir:

Teorem 2.2. n > 1 i¢in K,, tam ¢izgesinin baskinlik sayise:
Y(K,) =1

Teorem 2.3. 2 < m < n olmak tzere, K,,,, tam iki parcale ¢izgesinin baskinlik

sayist.

’Y(Km,n) =2

Teorem 2.4. n > 3 olmak dzere, Wy, tekerlek ¢izgesinin (merkez tepe dahil

n+ 1 tepeli) baskinlik sayisi:

V(Wl,n) =1

Ayrik baskinlik (disjunctive domination) v¢(G) parametresi icin Goddard
ve arkadaglarinin sundugu temel teoremler goyledir [Goddard et al.| 2014} Jamil

& Malalay, [2019].

Teorem 2.5. n tepeli bir yol ¢izgesi P, i¢in ayrik baskinlik sayisi:

’yd(Pn) = [%W (n >4 igin)



Teorem 2.6. n tepeli bir cevre cizgesi C,, i¢cin ayrik baskinhk sayisi:

Teorem 2.7. K,, tam ¢izgest ve K, ,, yildiz ¢izgest i¢in ayrik baskinlk sayilar::
’yd(Kn) =1 e de(Kl,n) =1

Teorem 2.8. 2 < m < n olmak tzere, K,,, tam iki parcaly ¢izgesinin ayrik

baskinhk sayise:

'Vd(Km,n) =2

Kisith baskinlik (restrained domination) 7,(G) parametresi igin Domke

ve arkadaglarimin elde ettigi bazi sonuclar sunlardir [Domke et al., [1999).

Teorem 2.9. n > 1 i¢in yol (P,) ve ¢evre (C,) ¢izgelerinin kisitly baskinlik

sayilary:
n+2
r Pn =
Te(Fn) [ 3 W
n
VT(Cn):n_2L§J

Teorem 2.10. n > 2 i¢in K,, tam ¢izgesinin kisitl baskinlhk sayise:

Y (Ky) =1

Teorem 2.11. [Malalay & Jamil, 2022] n # 3 ve n > 1 olacak sekilde P, yol
gizgesi igin v2(P,) = [251] + 1 dir.

Teorem 2.12. [Malalay & Jamil, |12022] n > 5 tepeli C, ¢izgesi i¢in ¥3(C,,) =
[2] “dir.

Teorem 2.13. [Malalay € Jamil, |2022] n > 3 i¢in G birlestirilmis bir ¢izge
olsun. O halde;

(i) v4(G) <n — A(G), A(G) > 3 olmasim saglar.

(ii) v4(G) = 17dir ancak ve ancak n > 3 i¢in G # P3 ve v(G) = 1 ise.
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Sekil 2.7: Py Cizgesi

Tablo 2.1]de Sekil R.7de gosterilen Py gizgesine ait baskinhk kiimeleri,

ayrik baskinlik kiimeleri, kisith baskinlik kiimeleri ve kisith ayrik baskinlik

kiimelerinin tamami ve en kiigiik degerleri verilmistir.

Tablo 2.1: Py Cizgesi I¢in Baskinhk Kiimeleri ve Sayilari

Baskinlik Kiimeleri

Ayrik Baskinlik

Kiimeleri

Kisitli Baskinhk

Kiimeleri

Kisitli Ayrik Baskinhk

Kiimeleri

Tiim Kiimeler:

{2, 5}

{1, 2, 5}

{1, 3, 5}

{1, 3, 6}

{1, 4, 5}

{1, 4, 6}

{2, 3,5}

{2, 3, 6}

{2, 4, 5}

{2, 4, 6}

{2, 5,6}

{1, 2, 3, 5}
{1, 2, 3, 6}
{1, 2, 4, 5}
{1, 2, 4, 6}
{1, 2, 5, 6}
{1, 3, 4, 5}
{1, 3, 4, 6}
{1, 3, 5, 6}
{1, 4, 5, 6}
{2, 3, 4, 5}
{2, 3, 4, 6}
{2, 3, 5, 6}
{2, 4, 5, 6}
{1, 2, 3, 4, 5}
{1, 2, 3,4, 6}
{1, 2, 3, 5, 6}
{1, 2,4, 5,6}
{1, 3,4, 5,6}
{2, 3,4, 5,6}
{1, 2, 3, 4, 5, 6}

Tiim Kiimeler:

{1, 5}
{2, 5}
{2,
{1,
{1,
{1,
{1,
{1,
{1,
{1,
{2,
{2,
{2,
{2,
{2,
{1,
{1,
{1,
{1,
{1,
{1,
{1,
{1,
{1,
{2,
{2,
{2,
{2,
{1,
{1,
{1,
{1,
{1,
{2, 3,
{1, 2, 3, 4, 5, 6}

(=]
gV R o S i
w oo o o U U
R T e
(2R
- -

5}

=)
-

o
-

=
-

(=]
-

o
-~

(=]
-

w
-

(=]
-

o
-

»
w
-

N
(=2}
-

ot
=]
-

w
[=2]
-

WD R W W W WW W NNNNNO R R WL OORE R W W®NDN

L B N B L B L o L L AR o
< =

~ -

=

—

ot
[=2]
-

Tiim Kiimeler:
{1, 2, 3, 6}
{1, 2, 5, 6}
{1, 4, 5, 6}
{1, 2, 3, 4, 5, 6}

Tim Kiimeler:

{1, 5}

{2, 5}

{2, 6}

{1, 2, 5}

{1, 2, 6}

{1, 3, 5}

{1, 3, 6}

{1, 4, 5}

{1, 4, 6}

{1, 5, 6}

{2, 3,5}

{2, 3,6}

{2, 4, 5}

{2, 4, 6}

{2, 5, 6}

{1, 2, 3, 5}
{1, 2, 3, 6}
{1, 2, 4, 5}
{1, 2, 4, 6}
{1, 2, 5, 6}
{1, 3, 4, 5}
{1, 3, 4, 6}
{1, 3, 5, 6}
{1, 4, 5, 6}
{2, 3, 4, 5}
{2, 3, 4, 6}
{2, 3, 5, 6}
{2, 4, 5, 6}
{1, 2, 3, 4, 5}
{1, 2, 3, 4, 6}
{1, 2, 3, 6}
{1, 2, 4, 6}
{1, 3, 4, 6}
{2, 3, 4, 6}
{1, 2, 3, 4, 5, 6}

5,
5,
5,
5,

En Kiigiik (v(Ps) = 2):

{2, 5}

En Kiigiik (v4(Pg) = 2):
{1, 5}
{2, 5}
{2, 6}

En Kiigiik (v, (Pg) = 4):
{1, 2, 3, 6}
{1, 2, 5, 6}
{1, 4,5, 6}

En Kiiciik (v4(Ps) = 3):

{1, 2, 6}
{1, 5, 6}
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3 ORTA CIZGELERDE KISITLI AYRIK BAS-
KINLIK

Bu boliimde orta cizgenin tanimi verilmistir ve bazi bilinen ¢izgelerin orta

cizgeleri olusturulup kisith ayrik baskinlik degeri hesaplanmigtir.

Tanim 3.1. [Hamada & Yoshimura, |1976] Bir G = (V, E) ¢izgesi i¢in M(G)

orta ¢izgesi:

e V(M(G))=V(G)UE(G),
e 2,y € E(G) komsu ayritlara karsilbk geliyorsa xy € E(M(QG)),

e € V(G), y € E(G) ve x ile y incident (iliskili) ise zy € E(M(QG)).

V(G) = {v1,ve,...,v,} olarak belirleyelim, o zaman V(M (G)) = V(G) UM
olur, burada M = {m;jlviv; € E(G)} ve E(M(G)) = {vim;j,vymijlviv; €
E(G)} U E(L(G)) olur.

Karigikligi 6nlemek i¢in, V(M (G)) ve E(M(G)) igin standart bir gésterim
belirliyoruz. V(G) = {vy,vs,- - - , v, } olarak sabitlersek, V(M (G)) = V(G)UM
olur; burada M = {m;jlv,v; € E(G)} ve E(M(G)) = {vimy;,vym;jlviv; €
E(G)} U E(L(G))dir. Sekil B.1Jde P5 yol cizgesi ve Sekil 3.2/de ise bu yol

¢izgesinin orta ¢izgesi olan M (Ps) cizgesi gosterilmigtir.

Sekil 3.1: P Yol Cizgesi

Sekil 3.2: M(Ps) Yol Orta Cizgesi
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Lemma 3.1. n > 3 i¢in G birlestirilmis bir ¢izge olsun ve S, M(G) nin bir
RDD-kiimesi olsun. O zaman, |S'| < |S| olacak sekilde M(G) 'nin bir RDD-

kiimesi S C M wvardur.

Ispat: Eger S C M ise, o zaman S’ = S’dir. Kabul edelim ki,
Jv € SNV(G) olaun. Eger v'ye M(G)’de komsu olan tiim tepeler S’de ise,
o zaman 57 = S — {v}’dir. Aksi halde yani v’ye M(G)'de komsu olan tiim

tepeler S’de olmasin.

Durum 1. v tepesi ayrik baskin etmeye katki sagliyorsa;
v € S, v'nin tiim komsular1 S’de olmasm. En azindan bir tane e € (M — 5)
tepesi olsun. v tepesi V(M (G)) — S’deki bazi tepelerin ayrik baskin edebilmek

i¢in iki uzaklik olarak katk: saglarsa
S1 = (SU{e}) — {v} yapilmal.

veS = wvtepesi V(M(G)) — S’deki sadece komsusu oldugu tepeleri

ayrik baskin etsin.

e v’nin hicbir komsgusu S’de degil. Bu durumda S; = S — {v}

e v'nin en az bir komsusu S’de ise bu durumda S; = S — {v}

Bu iglem sinirhi sayida tekrarlanarak S; kiimesi tanimlanmaig olur.

Durum 2. v tepesi ayrik baskin etmek i¢in katk: saglamiyorsa;
S1 =S — {v} oldugu agiktur.
S kiimesi sonlu kiime oldugu i¢in, bu iglem sonlu adimda sonlanacaktir. Boylece

S’ = 51 kiimesi tanimlanmig olur. O

Lemma 3.2. n > 3 i¢in G birlestirilmis bir ¢izge olsun. Jv € V(G) destek

tepe olmasin ve degq(v) > 2 olsun. O zaman;

W (M(G = v)) < (M(G)) < 9/(M(G =) +1 olur.
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Ispat: S kiimesi M(G — v)'nin herhangi bir RDD-kiimesi olsun. w €
N¢(v) olsun. Bu durumda Vwo tepelerini ayrik baskin edebilmek i¢in 3 durum

s0z konusudur.

Durum 1. Komsusu olan herhangi bir tepenin S kiimesinde olmasi. Bu

durumda iki alt durum soz konusu olur.

o Alt Durum 1.1. w € S.

e Alt Durum 1.2.t € Ng(w) olacak sekilde M (G —v) ¢izgesi igin S kiimesi

olugturulmaya caligilir.

Boylece M(G)’de v tepesi Alt Durum 1.1 veya Alt Durum 1.2°deki tepelere
iki uzaklikta olup deg.(v) > 2 oldugundan bunlarin sayisi en az ikidir.

Bu durumda S, M (G) i¢inde bir RD D-kiimesi olur.

Durum 2. wv tepesinin kendisi S kiimesinde olursa, bu durumda S, M(G)

icin de bir RD D-kiimesi olur.

Durum 3. wv tepesi, |No(wv, M(G — v))| > 2 olacak sekilde ayrik baskin
edilsin. Eger iki uzaklik olan tepeler x # v olmak tizere, wx seklinde en az iki
tepe S’de ise, o zaman S, M(G) i¢inde bir RD D-kiimedir.

Eger S’de bu gekilde tepe yoksa, SU{wv} kiimesi M (G) i¢in bir RD D-kiimedir.

Sonug olarak, yukaridaki durumlardan;
YHM(G)) < AHM(G —v)) + 1 elde edilir.
Simdi esitsizligin diger tarafini gésterelim. Yani;
Y (M (G =) <7 (M(G)).

S kiimesi M (G)'nin bir v%-kiimesi olsun. Lemma ’den S € M oldugunu
kabul edelim. S, = N<o(v, M(G)) N S kiimeisni ele alahm. v tepesi ayrik
baskin edilebilmesi igin |[S,| > 1 olmasi gerekir. v destek tepe olmadigindan

degg(v) > 2'dir, ayrica [No(v, G)| > 2'dir. wy, wy € Ng(v) ve 21,22 € No(v, G)
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olsun. Bu durumda S,’deki tepeler {wyv} ya da {wiz;, wexs} seklindeki

tepelerdir. Buna gore iki durum s6z konusudur.

Durum 1. Eger wiv € S, ise, S1 = S kiimesi M (G — v) ¢izgesi igin RDD-

kiimedir.

Durum 2. Eger {wyz1,wexs} € S ise, o zaman S; = S kiimesi M(G — v)

¢izgesi i¢in bir RD D-kiimedir.
S,’deki her bir tepe yukaridaki durumlardan hangisine uygun olursa olsun,
S kiimesi M (G — v) gizgesi igin bir RD D-kiime oldugu kolayca goriiliir.(]

Sonug 3.1. v bir pentant tepe ve u bir destek tepesi olsun. N(v) = {u} wve
S kiimesi G ¢izgesimin bir y2-kiimesi olsun. Ejer degs(u) > 2 ise o zaman v

tepesi S’de olamaz. Aksi halde v € S olmalidar.

Asagida gosterilen Sekil ornek olarak gosterilmistir.

(a) v tepesi S’de olmali (b) v tepesi S’de olmamali

Sekil 3.3

Teorem 3.3. n > 3 tepeli bir yol ¢izge P, nin orta ¢izgesi M(P,) nin kisith
1
ayrik baskinlik sayist vA(M(P,)) = [n—?{)— —‘ tir.

ispat: Yol ¢izgesin orta ¢izgesi olan M (P, ) nin tepeler kiimesini;
V(M (P,)) = V1 UV, seklinde iki pargaya ayiralim. Burada V; = {1,2,...,n}
ve Vo = {n+1,n+2,...,2n— 1} olsun. Oncelikle 7¢(M(P,)) icin iist smir1

olusturalim.
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(2311

S = U (n 4 3i 4+ 1) olmak {izere

i=0
S| = [%5*]dir. Eger n = 0 (mod 3) ise, 0 zaman D = S U {n — 1}dir. Eger
n =1 (mod 3) ise, o zaman D = S U {2n — 1}’dir. Aksi halde D = S’dir.
n (mod 3)’e bagh tiim durumlarda D kiimesi M(F,) ¢izgesinin bir RDD-
kiimesidir.

Aynica n = 2 (mod 3) i¢in [D| = [2%5*] ve diger durumlarda |[D| =
[251] + 1 elde edilir. Boylece

nR) <10] = | "5+ ot

Simdi ise egitsizligin tersini ispatlamak i¢in 6ncelikle, T' = {aq, aq, . . . , a;, . . .

kiimesi Wﬁl—kﬁmesi olsun. g1 < < - <, < <agpven+1<g; <2n-1
olacak gekilde pozitif tam sayilardir. x # ¢ olacak sekilde z € {1,...,(t — 1)}
i¢in f, = az+1 — a, olsun. x # t olacak gekilde x € {1,...,(t — 1)} i¢in f, <3

oldugunu ispatlamaliyiz. Tam olarak sadece bir x degeri i¢in f, > 4 oldugunu

kabul edelim. Genelligi bozmamak igin f; = 4 olsun. Bu iddiamiza uygun
olarak;
2521
S'={4,(n+1)}U U (n+ 31+ 5) elde edilir.
i=0

n > 7 oldugunda eger n = 1 (mod 3) ise, o zaman D' = S" U {(n — 1)} dir.

Boylece,

n—>5 n—4 n-+5 n -+ 2
D/: = frg
|D'| { 3 W+3 3 +3 5 > 3

elde edilir.
Bu ise y¢(M(P,)) iizerinde daha 6nce olusturdugumuz iist sinir ile gelisir.
O halde f, < 3 olmalidir. Bu durumda ,

t—

—_

fz < 3(t — 1) oldugu kolayca goriiliir.

r=1

a; = n+ 1 oldugu icin;

t—1

S fo<ar—(n+1) < 3(t - 1)dir.

r=1

7at}
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Eger n = 1 (mod 3) veya n = 2 (mod 3) ise, o zaman a; = 2n — 1’dir. Boylece,

t—1
n—2= fo < 3(t — 1) ve buradan

z=1

> VTHW elde edilir.

Bu durumda [T = ¢ > [%] olur. Bu ise,

n+1

wma&»z[

-‘ olmasini gerektirir.

n = 0 (mod 3) i¢in yukarida tanimladigimiz 7" kiimesinde (n — 1) tepesi de
vardir. Bu durumda 7" kiimesini T = T} U T5 seklinde yazilir. Burada 77 =
{a1,a9,...,a;} ve Ty = {(n — 1)}dir. Boylece |T| = t + 1 olur. T} kiimesi
yukarida tanmimlanan kiime oldugundan f, fonksiyonumuz bu durumda n =

0 (mod 3) i¢in a; = 2n — 2 olur. Boylece;
t—1
Gn—2)—(n+1)=3 f <3(—1)
=1

t> g elde edilir.

n =0 (mod 3) i¢in [T| =t+1 > %+ 1 = " olur. Elde edilen alt ve iist

sinirlardan

n—+1

V(M (P,)) = [ W elde edilir. O

Teorem 3.4. n > 3 tepeli bir cevre ¢izge C,, 'nin orta ¢izgesi M (C,,) ‘nin kisith

ayrik baskinlik sayise v (M (C,)) = [g-‘ .

Ispat: Cevre cizgesin orta gizgesi olan M (C,)'nin tepeler kiimesini
V(M(C,)) = V1 UV, seklinde iki pargaya ayiralhm, burada Vi = {1,2,... n}
ve Vo = {n+ 1,n+2,...,2n} olsun. Oncelikle 4?(M(C,)) icin iist smir1

olusturalim.

S = U (n 4+ 3i + 1) olmak iizere |S| = [g-‘ dir.
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n =0 (mod 3), n =1 (mod 3) ve n = 2 (mod 3) tiim durumlar i¢in D =
S’dir. n (mod 3)’e baglh tiim durumlarda D kiimesi M(C,,) ¢izgesinin RD D-

kiimesidir. Ayrica

n =0 (mod 3) i¢cin D = S ve |D| =

n =1 (mod 3) igin D = S ve |D| = :[E—‘

1
n =2 (mod 3) igin D = S ve |D|:n;— = [ﬁ-‘

elde edilir. Boylece;

H01(Co)) < ] = [ | our

Simdi ise egitsizligin tersini ispatlamak i¢in oncelikle, T = {ay,aq,...,a;}

kiimesi bir yff—kiimesi olsun. a1 < s < - <@; << ven+1<a <2n

olacak gekilde pozitif tam sayilardir. x # ¢ olacak sekilde z € {1,...,(t — 1)}

i¢in f, = a,+1 — a, olsun. x # t olacak gekilde x € {1,...,(t — 1)} i¢in f, <3

oldugunu ispatlamaliyiz. Tam olarak sadece bir x i¢in f, > 4 oldugunu kabul

edelim. Genelligi bozmamak adina f; = 4 olsun. Bu iddimamiza uygun olarak;
]

S'={4,(n+1)}U U (n + 3i + 5) elde ederiz.

=0

n > 7 oldugunda n = 1 (mod 3) i¢in D' = S’ U {4} olmahdir. Béylece;

elde edilir.

n—>5 n—4 n+5 n+1
D'| = 3= 3= >
1Dl [ -‘+ 3 + 3 3

Bu ise v4(M(C,,)) iizerinde daha ¢énce olugturdugumuz iist sinir ile geligir. O

halde f, < 3 olmalidir.

Bu durumda;
t—1

Z fz < 3(t — 1) oldugu kolayca goriiliir.

z=1

a; =n + 1 oldugu icin;

t—1
S fo<ar—(n+1) < 3(t— 1)dir.
r=1
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n =0 (mod 3), a; =2n — 2 ve a; = n + 1 i¢in

m—2-(n+1)=>» f<3(t—1)
n—3<3(t—1)

Dt s = |2
3~ |3

n=1 (mod 3), a; = 2n ve a; = n + 1 i¢in

2n—(n+1)=> fo<3(t-1)
n—1<3(t—-1)

2
";r <t — t:P-‘

3

n=2 (mod 3), a; =2n—1ve a; =n+1 igin

n—1—(n+1)=Y f <3(t—1)
n—2<3(t-1)

<t —= t= i
- 13

Sonug olarak elde edilen alt ve st simirlardan

YHM(C,)) = {g—‘ sonucuna ulagiriz. O
Teorem 3.5. G = Wy, 1, Ky -1, K, ¢izgelerinin orta ¢izgesi M(G) olsun.
Bu durumda

Y M(G)) = 2 dir.

Ispat: M(G) cizgesinde n — 1 dereceli bir tepe yoktur. Bu yiizden
Y(M(G)) # 1'dir. Bu durumda Teorem 2.13ten 1¢(M(G)) > 2 olur.
Simdi v¢(M(G)) < 2 oldugunu gosterelim. S kiimesi M(G) gizgesinn RDD-
kiimesi olsun. V(M (G) = V(G) UM burada V(G) = {v1,ve,..., 05}, M =
{e;j|viv; € E(G)} dir.
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S = {vi,e12} olsun. Boylece S kiimesi ile M(G)’deki tiim tepeler
ayrik baskin edilmig olur. Ayrica V(M(G)) — S’deki tiim tepeler igin ya
V(M(G))—S’de olan bir komsusu ya da V(M (G)) — S’de iki uzaklkta olan iki
tepe vardir. Dolayisi ile 44(M(G)) < |S| = 2 elde edilir. Alt ve iist sinirlardan

ispat tamamlanir. O

Teorem 3.6. m,n > 2 olmak tuzere G = K,,, cizgesinin orta ¢izgest

M(G) nin orta ¢izgesi M (G) nin kisitlh ayrik baskinbk sayist
FH(M(G)) = 2 dir.

Ispat: M(G) cizgesinin tepe kiimesi, V(M (G)) = Vi UV, seklinde 3
pargaya aywalim. Burada V; = V" U V]* = V(G)'dir. V, tepe kiimesi ise
ayrit-tepelerin olugturdugu kiimedir. Vo = {1(m+1),...,1(m+n),...,m(m-+
1),...,m(m + n)}dir. M(G)'de Yo € Vi™ i¢in deg,(v) = n, Yo € V}* icin
degq(v) = n’dir. Vv € V; i¢in degg(v) = n+2’dir. Ayrica M (G) ¢izgesi m tane
K, alt tam cizgesi icerir. Bu K, ¢izgelerinin tepeleri V5 kiimelerinin tepeleridir.
M(G)’deki tepelerin derece degierlerinden dolayi, v(M(G)) # 1'dir. Bu
durumda Teorem [2.13ften v4(M(G)) > 2 olur.

Simdi v4(M(G)) < 2 oldugunu gosterelim. S kiimesi M (G)nin bir RDD-
kiimesi olsun. Tepe kiimeleri aralarindaki uzakliklar dikkate alindiginda ve

Lemma [3.1fden S C V, olmasi gerektigi kolayca goriiliir.

Kabul edelim ki, S = {1(m + 1),1(m + 2)} olsun. Boylece S kiimesi ile
M (G)’deki tiim tepeler ayrik baskin edilmis olur. Ayrica V(M (G) — S)’deki
tim tepeler i¢in ya V(M (G) — S)’de olan bir komgusu ya da V(M (G) — S)’de
iki uzaklikta olan iki tane tepe vardir. Dolayisi ile 44(M(G)) < |S| = 2 elde
edilir.

Alt ve ust simirlardan

V(M (G)) = 2 elde ederiz. O
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4 MERKEZI CIZGELERIN KISITLI AYRIK
BASKINLIK SAYISI

Bu béliimde merkezi ¢izgenin tanimi verilmistir ve bazi bilinen ¢izgelerin

merkezi ¢izgeleri olugturulup kisith ayrik baskinlik degeri hesaplanmigtir.

Tanim 4.1. [Vernold Vivin & Venkatakrishnan, |2008] Bir G ¢izgesinin mer-
kezi ¢izgesi C(G), G 'nin her ayritina yeni bir tepe eklenerek ve boylece verilen
G c¢izgesinin daha oncekilerde bitisik olmayan her tepe cifti birlestirilerek elde
edilir. Sekil[§.1de C(Cs) ve C(Ky5) ¢izgeleri gosterilmistir.

(a) C(Cg) Cizgesi (b) C(K15) Cizgesi

Sekil 4.1: Farklh Cizgelerin Merkezi Cizge Gosterimleri

Teorem 4.1. G, n tepeli m ayrith birlestirilmis basit bir ¢izge olsun. Bu

durumda merkezi ¢izge C(G) 'nin kisitle ayrik baskinlik degeri;

Ispat: D kiimesi C(G) cizgesinin bir RDD-kiimesi olsun. D C V(C(Q))
alarak D kiimesini V(G)'nin tepelerinden olugtugunu kabul edelim. C'(G)'nin
olusturulmasinda her ayrita yeni bir ayrit-tepe eklendigi diistiiniildiigiinde, bu

ayrit-tepelerin en az bir komsusu D’de olacak sekilde D’yi olugturalim. Bu



21

durumda [n/2] tane V(G)'nin tepesi D’de olur.

Boylece yeni ayrit-tepelerinin D’deki komsusu ile, (V(G) — D)’deki diger
tepelerde ya komsusu ya da iki uzaklikta en az iki tepe D’de oldugundan ayrik
baskin edilir. (V(C(G)) — D)’deki tepelerin de kisith ayrik baskinlik sartini da

sagladigr kolayca goriiliir. Boylece; G cizgesinin merkezi cizgesi C(G) icin
g g yca g Yy ; Q1zg Glzg G
FHC(@)) < [g—‘ bulunur.

Simdi de alt siir1 kuralim. Her ayrit-tepenin uclarindan en az biri
D’de olmaldir. Yeni eklenen ayrit tepelerinin kiimesi S ise, o zaman |S| =
m’dir.Vs,, € S icin uclardan en az biri D’de olmahdir. Aksi halde ayrik
baskinlik kosulu saglanmaz. Bu yiizden D’de en az [%F] tane tepe D’de

olmalidar.

D ¢ok kiigiik olursa, kabul edelim ki |D| = 1 olsun. Bunun olabilmesi ancak
n tepeli C(G)’de deg,(v) = n — 1 olan tepenin olmasi ile miimkiindiir. Bu

sekilde ise C'(G)’nin tanimi miimkiin degildir. Dolayist ile |D| > 2 olmahdur.

Sonug olarak;

Boylece;

Teorem 4.2. n > 3 olmak tzere G = P, olsun. O zaman G ¢izgesinin merkez

cizgesi olan C(G) i¢in v4(C(G)) = 2 olur.

Ispat: C(G) cizgesinin tepe kiimesi V(C(G)) = Vi U Vs ve V; =
{1,2,3,...,n} ve Vo = {n+ 1,n+2,...,2n} seklinde iki pargaya ayiralim.
Burada, Vi, G c¢izgesinin orijinal tepeleri iken, V5, G ¢izgesine yeni eklenen

ayrit tepelerinin kiimeleri olsun.
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e Vv € Vi, kendisi diginda C(G)’deki diger tiim tepelere olan en kisa
uzakhgr; Vu € (V(C(G)) —v) igin dg(u,v) < 2'dir.

e Yv € V, igin, V5 kiimesinde kendisi digindaki diger tiim tepelere olan en
kisa uzakhg Yu € (Vo — {v}) i¢in dg(u,v) < 3’tir. V; kiimesindeki tiim

tepelere olan en kisa uzakhgr Vu € Vi igin dg(u,v) < 2’dir.

D kiimesi C(G) ¢izgesinin bir RD D-kiimesi olsun. Tepe ¢iftleri arasindaki
en kisa uzakliklar dikkate alindiginda |D| = 1 olmas1 imkansizdir. Dolayisiyla

ID| > 2'dir.

Ayrica D C Vi olmasi gerektigi de kolayca goriiliir. Herhangi iki tepe
v;,v; € Vy olsun. Eger D = {v;,v;} ise, o zaman C(G)’deki tiim tepeler ayrik
bastirilmig olur. Bununla birlikte (V' (C(G)) — D)’deki her tepenin ya komsusu
ya da iki uzaklikta olan herhangi iki tepe (V(C(G)) — D)’de mevcuttur.
Boylece;

7(C(G)) < |D| = 2dir.

Alt ve st sinirlardan

%fl((J(G)) = 2 elde edilir. 0

Teorem 4.3. n > 3 olmak tizere G = C,, olsun. O zaman G ¢izgesinin merkez
¢izgesi olan C(Q) i¢in v4(C(G)) = 2 olur.

Ispat: C(G) cizgesinin tepe kiimesi V(C(G)) = Vi U V4 seklinde iki
parcaya aywralim. Burada, V; = {1,2,3,... ,n} ve Vo = {n+1,n+2,...,2n}

olsun.

e Vv € V] tepeleri, C(G)’deki diger tiim u tepelerine en kisa uzakhgi;
dg(u,v) < 2'dir.

e Vv € Vj tepeleri igin, C'(G)’deki diger tiim u tepelerine en kisa uzaklig;

dg(u,v) < 3'tir. Eger Ju, v € V3 ise, o zaman dg(u, v) = 3'tir.
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Bu durumda S kiimesi C'(G)’'nin bir RD D-kiimesi olsun. diam(C(G)) = 3

oldugundan, |S| > 1 oldugu kolayca goriiliir.

Kabul edelim ki; Ju,v € V; ve S = {u,v} alalm. Bu durumda, S kiimesi
C(G) igin bir RDD-kiime olur. Boylece |S| < 2 elde edilir. Alt ve st
sinirlardan, C(G) cizgesinin kisith ayrik baskinlik degeri v4(C(G)) = 2 elde
edilir. U

Teorem 4.4. G = K,, olacak sekilde, G ¢izgesinin merkez ¢izgesi C(G) igin
kusith ayrik baskinlik sayist v2(C(G)) = [2] olur.

2

Ispat: C(G) cizgesinin tepe kiimesi V(C(G)) = V1 U Vs ve Vi = V(G) =
{1,2,...,n} seklinde iki pargaya ayiralim. Burada, Vo = {n+1,n+2, ... #}

olsun.

e Vv € Vi igin v tepesinin kendisi digindaki C(G)’deki diger tim wu

tepelerine olan en kisa uzakhigr dg(u,v) < 3'tiir.

e V1 ~ V5 igin baz tepeler arasindaki uzakliklar dg(u,v) = 3'tlir. Yo € V;
i¢in v tepesinin kendisi digindaki C'(G)’deki diger tiim u tepelerine olan
en kisa uzakhigy; dg(u,v) < 4’tir.

Eger tepeler Vo ~ V; olarak alinirsa, bazi tepe ¢iftleri icin dg(u,v) = 4

elde edilir. Bu durumda diam(C(G)) = 4 olur.

G = K, icin minimum ayrit-ortii sayws [§|'dir. S kiimesi G ¢izgesinin
bir ayrit-ortii kiimesi olsun. D kiimesi de C(G) ¢izgesinin bir RD D-kiimesi
olsun. Eger D kiimesi, S’deki her ayritin orta tepesi (yani C'(G)’deki ayrit
tepe) alinirsa, D, C(G) igin bir RD D-kiime oldugu kolayca goriiliir.

D kiimesinin elemanlar1 ayrit-tepelerden olusur. D kiimesi S kiimesine gore
olugturuldugundan, G’deki yani V;’deki her tepenin D’de en az bir tepeye

komsudur.
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Ayrica, ds € (Vo — D) tepesini ele alalm. Bu tepe V;’deki u ve v tepeleri ile
iligkili olsun. u tepesi S’deki secilen en az bir ayritla, v tepesi S’deki secilen
farkli olmak iizere en az bir ayritla kapanir. Bu ise s tepesinin D’de en az iki
tane iki uzaklikta oldugu tepenin olmasini gerektirir. Yani Vs € (Vo — D) tepesi

i¢in ayrik baskinlik gart1 saglanir.

Vu € (V(C(G))— D) tepenin (V(C(G)) — D)’de olan bir komsusu da vardir.

Bu da sectigimiz D kiimesinin ayrik baskinlik kogulunu sagladigini gosterir.

Sonug olarak, D kiimesi C(G) igin bir RD D-kiimedir. Boylece

FHC(@)) < M elde edilir.

Simdi alt smrt bulahm. D herhangi bir v kiime olsun. Eger x € V| ve
x € D olan bir tepe varsa, D kiimesinin biyutunu artirmadan yalnizca V;
kiimesindeki tepelerden olugan bir RD D kiime elde edebiliriz. Ciinkii y &€ D ve
y € Vi olan zy € E(G) ayritinin ayrit-tepesi s, ile 2 tepesini degistirirsek ayrik
baskinlik ve kisitli baskinlik 6zelligi korunur. Boylece V; kiimesinde olan D’deki
tim tepeler adim adim c¢ikartip ayrit-tepeler ile degistirebiliriz. Bu durumda
D C V; olur. Vs € D en fazla V;’deki iki tepe ile komsudur. Dolayis: ile D
kiimesi V;’deki tiim tepelerin ayrik baskin olugsunu komsuluk ile garantilemek

istersek V5'deki en az (%] tane ayrit-tepe gerekir.

Boylece her RDD-kiime'nin biytikligi en az (g-‘ olur. Sonug olarak

YHC(G)) < [%] elde edilir. Alt ve tist simirlardan;

HO(@)) = m olur. O

Teorem 4.5. G = Ky, yldiz ¢izgesi olsun. C(G) merkez ¢izgesi i¢in kisith
ayrik baskinlik sayst v4(C(G)) = 2 'dir.
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Ispat: C(G) cizgesinin tepe kiimesi V(C(G)) = Vi U Vi seklinde iki
parcaya aywralim. Burada, V; = V(G) = {1,2,...,n} ve Vo = {n+ 1,n +

2,...,2n — 1} yani ayrit-tepeler kiimesi olsun.

e Vv € V] olsun. Eger v = 1, GG ¢izgesinin merkez tepesi ise; o zaman
Vu € Vy igin dg(u,v) =1 ve Vu € V) i¢in dg(u,v) = 2°dir.
Eger Vv € (V] — {1}) ise, o zaman Vu € (V}; — {1}) igin dg(u,v) =1 ve
Vu € Va5 igin dg (v, u) < 2°dir.

e Yv € V5 olsun.
Eger Vu € (V, — {v}) ise, o zaman dg(u,v) = 2 dir.
Eger Yu € Vj ise, dg(u,v) < 2 elde edilir.

Dolayst ile diam/(C(G)) = 2’dir. D kiimesi C(G) ¢izgesinin dir RD D-kiimesi

olsun. diam(C(G)) = 2 oldugundan |D| > 1 olmasi zorunludur.

Ji,j € Vi olmak tizere D = {i,j} alalm. Bu durumda C(G)’deki tiim
tepelerin ayrik baskin edildigi kolayca goriiliir. Ayrica (V(C(G)) — D)’deki her

tepenin komsusu yine bu kiimededir.

Béylece D kiimesi C(G) igin bir RDD-kiimesi olsun. Bu ise, 7¢(C(G)) <

|D| = 2 olmasim gerektirir.

Alt ve Ust simnirlardan

74C(@R)) = 2 elde edilir. O

Teorem 4.6. n > 5 icin G = W, cizgesinin C(G) merkez ¢izgesinin kisith
ayrik baskinhk saypst v4(C(G)) = 3 tir.

Ispat: C(G) cizgesinin tepe kiimesi V(C(G)) = Vi U Vi seklinde iki
parcaya ayirahm. Burada, V; = V(G) = {1,2,...,n} olmak iizere Vi, G

¢izgesinin orijinal tepeleridir. Dolayisiyla, {1} tepesi G ¢izgesinin merkez
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tepesidir. Vo = VUV, ={n+1,...,2n — 1} U{2n,...,3n — 1} seklinde iki
parcaya ayiralim. V5 tepe kiimesi G ¢izgesine eklenen ayrit-tepelerdir. Burada,
V3 tepe kiimesi gevre ¢izge tlizerine eklenen ayrit-tepeleri ve Vj tepe kiimesi ise

merkez tepe ve ¢evre c¢izgenin arasinda kalan ayrit-tepeleri gostersin.

e Vv € V; olsun.
Vu € (Vi — {v}) igin dg(v,u) < 2'dir.
Vu € Vs igin dg (v, u) < 3'tir.

e Yv € V5 olsun.
Vu € (Vo — {v}) igin dg(v,u) < 3.
Vu € Vi igin dg (v, u) < 3'tir.

Dolayist ile diam(C(G)) = 3’tur. D kiimesi C(G) gizgesinin herhangi bir
RD D-kiimesi olsun. Cizgenin ¢apindan dolay1 | D| > 1 oldugu kolayca goriiliir.
Kabul edelim ki, | D| = 2 olsun. Agagidaki iki durum olabilecek tiim olasiliklari

kapsar.

Durum 1. D ¢ Vj olsun. Yani D kiimesinde V,’ten hicbir tepe bulunmasin. Bu
durumda {1} € V; merkez tepeyi ayrik baskin edebilmek i¢in {1} tepesine iki
uzaklikta olan iki tane V] kiimesinde olan tepe D’de olmalidir. Yada D’deki

tepelerden biri 1 merkez tepesi olmalidir.

e V;’deki herhangi iki tane tepe D’de olsun. Bu tepeler G’de ister komsu
olsun, ister komsu olmasin. Her iki se¢im i¢in de, (V(C(G))— D)’de ayrik

baskin edilmeyen tepeler kalir. Bu tepeler V; kiimesindeki bazi tepelerdir.

e {1} € D ve {v} € Vj olsun. Bu durumda V5 kiimesindeki baz tepeler
ayrik baskin edilemez. {1} € D ve {v} € V, olsun. Bu durumda da V5

kiimesindeki baz1 tepeler ayrik baskin edilemez.
Durum 2. D iginde en az bir tepe u € V} olsun.

e v & Dvewv € Vjise, bu durumda V5, kiimesindeki baz1 tepeler ayrik

baskin edilemez.
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e v € D vewv € Viise, bu durumda baz1 C(G) tepeleri ayrik baskin

edilemez.

e veEDvev eV, ise Vi ve Vs kiimelerindeki bazi tepeler ayrik baskin

edilemez.

Dolayisi ile yukaridaki her iki durum igin |D| = 2 olmasi imkansizdir. |D| > 3

olmas1 gerekmektedir.

Ust smir icin, kabul edelim ki D = {1,u,v}, u,v € V; olsun. {u,v}
tepelerinin Vj kiimesindeki baz1 tepeler hari¢ tiim tepeleri ayrik baskin ettigini
Durum 1’de gosterdik. {1} € D tepesi de Vj'teki tiim tepelere komgu
oldugundan, D kiimesi C(G)'nin herhangi bir RDD-kiimesi olur. Béylece
7HC(G)) < 3 elde edilir.

Alt ve st sinirlardan;

VE(C(G)) = 3 elde edilir. 0

Teorem 4.7. G = K,,, tki par¢ali tam ¢izge olsun. m,n > 2 i¢in C(G)
merkez ¢izgesinin kisith ayrik baskinlik sayisi v3(C(G)) = 2 dir.

Ispat: C(G) cizgesinin tepe kiimesi V(C(G)) = V; U V3 U Vj seklinde ti¢
parcaya ayiralim. Burada, V(G) = VUV, olup Vi = {1,2,... ,m}, Vo = {m+
1,m+2,...,m+n} ile, V5 tepe kiimesini ise, V3 = {m+n+1,... ., m+n+mn}

seklinde etiketliyelim.

e Yv € V] olsun.
Vu € (Vi — {v}) igin dg(u,v) = 1'dir.
Vu € Vs igin dg(u,v) = 2'dir.
YVu € V3 igin dg(u,v) < 2 elde edilir.

e Yv € V5 olsun.
Vu € (Vo — {v}) igin dg(u,v) = 1dir.
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Yu € Vj i¢in dg(u,v) = 2°dir.
Vu € V3 igin dg(u,v) < 2 bulunur.
e Yu € V3 olsun.
Vu € (V3 — {v}) igin dg(u,v) < 3'ttr.
Yu € Vi igin dg(u,v) < 2°dir.

Vu € V3 igin dg(u,v) < 2 elde edilir.

Dolayisi ile diam(C(G)) = 3 elde edilir. D kiimesi C'(G)'nin herhangi bir

RD D-kiimesi olsun. |D| > 1 olmas: gerektigi kolayca goriiliir.

Kabul edelim ki, D C V; ve u,v € V; olacak sekilde D = {u,v} olsun.
Yukarida inceledigimiz tepe ciftleri arasindaki en kisa uzaklik degerlerine gore;
(V(C(G)) — D)’deki tiim tepeler D’deki ya komgusu ya da iki uzakliktaki
iki tane tepe ile ayrik baskin edilir. Ayrica (V(C(G)) — D)’deki tiim tepeler
kisithlik sartim da saglar. Boylece v¢(C'(G)) < 2 elde edilir.

Alt ve tist sinirlardan;

74(C(@)) = 2 olur. O
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5 ALTIGEN KAKTUS ZINCIRLERINDE KI-
SITLI AYRIK BASKINLIK SAYISI

Bu boliimde altigen kaktiis cizgelerinin tanimlar: verilmistir ve bazi bilinen
altigen kaktiis zincirleri L,, M, ve O,’nin kisith ayrik baskinlik degerleri
hesaplanmigtir. Kaktiis zincirleri iizerindeki baskinlik caligmalari, literatiirde
[Bermudo et al.| 2022, Majstorovi¢ et al., 2016, Mihajlov Carevié, [2022, Mojdeh

et al., 2018] gibi ¢aligmalarla genig bir yer tutmaktadir.

Tanim 5.1. [Turacy, |2018] Kaktis ¢izgesi, hi¢hir ayritinin birden fazla ¢evrede

yer almadige baglantily bir ¢izgedir.

Tanim 5.2. [Turacy, |2018] Altigen kaktis G yalnizea alte tepeli ¢evrelerden,

yani altigenlerden olusan bir kaktus ¢izgesidir.

Tanim 5.3. [Turacy, 2018] G deki her altigenin en fazla iki kesme tepesi vardir
ve her kesim tepe tam olarak iki altigen tarafindan paylasiler; bu durumda
Gye altigen kaktis zinciri deriz. G ¢izgesindeki altigen sayisy zincir veya
blok uzunlugu olarak adlandvrilir. Uzunlugu n olan bir kaktis zincir ¢izgesi

G = CIC?C3...C™ seklinde yaxlr.

Agagida Sekil[7?]de Ortho, Meta ve Para altigen kaktiis zincirler gesitleri

ile ilgili ornek gekil gosterilmigtir.

aialolNetoe

(a) Os Ortho-Altigen (b) M5 Meta-Altigen
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CX XXX

(c) Ls Para-Altigen

Sekil 5.1: Altigen Kaktiis Zincir Cesitleri

Tanim 5.4. [Turacy, |2018] Bir altigen kaktis zincir gizgesinde kesim tepeler
komsu 1se Ortho-altigen kaktis zincir ¢izgesi olarak aldlandurir. O, olarak

gosterilir.

Tanim 5.5. [Turacy, |2018] Bir altigen kaktis zincir ¢izgesinde kesim tepeler
arast mesafe iki ise Meta-altigen kaktis zincir cizgesi olarak aldlandirilir. M,

olarak gosterilir.

Tanim 5.6. [Turacy, |2018] Bir altigen kaktis zincir ¢izgesinde kesim tepeler
arast mesafe ¢ ise Para-altigen kaktis zincir ¢izgesi olarak aldlandurilir. L,

olarak gosterilir.

Lemma 5.1. C',C?,...,C" bloklarina sahip bir para-altigen kaktiis zincir L,
olsun. Eger S, L, nin herhangi bir RDD-kiimesi ise, o zaman her C* bloju

icin SNV (C") # @ dir.

ispat: Para-altigen kaktiis zincir L, nin herhangi bir keyfi bloguna C*
diyelim ve kabul edelim ki SN V(C") = @ olsun.

L,’de her blok komsu bloklarina tek kesim tepe ile baghdir. C* = Cg
iizerinde, kesim tepeye en uzak olan tepelerden bir tanesini secelim. Bu tepe
v olsun. Bu v tepesi, komgu bloklardaki hi¢ bir tepeye komsu degildir. v
tepesinden komsu bloklardaki herhangi bir tepeye giden her yol mutlaka kesim

tepeden gecer. Bu nedenle komsgu blokta v tepesine iki uzaklikta olan sadece
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kesim tepenin komsularidir. SNV (C?) = @ oldugundan, v tepesi ayrik baskin
edilemez. Dolayisi ile bu bir celigkidir. Ispatin bagindaki S N V(C?) = @

kabuliimiiz yanhgtir.

Sonug olarak, S kiiemsi her blogun en az bir tepesini igermelidir. Yani Vi, SN

V(C") # @ olmahdir. O

Teorem 5.2. n > 5 i¢in L, para-altigen kaktis zincir ¢izgesi olsun. L, para-

altigen kaktiis zincir ¢izgesinin kisith ayrik baskinhk sayst, Y2(Ly,) = n+ 1 dir.

ispat: L,, gizgesini Jekil ’deki gibi etiketleyelim.

Vig Vi

Viia V3isg

Sekil 5.2: L,, Etiketli Cizgesi

S kiimesi L,, ¢izgesinin herhangi bir RD D-kiimesi olsun. Lemma [5.1]den
|S| = n olsun. Bu durumda S kiimesi her C* blogunun bir tepesini icermektedir.
Bu durumda € ve C), bloklarindaki baz1 tepeleri ayrik baskin etmek miimkiin
degildir. Bu durum geligkidir. Dolayisi ile |S| = n oldugunda, L, ¢izgesindeki
tiim tepeler ayrik baskin edilemez. Boylece |S| > n + 1 olmahdir. Bu ise

v4(L,) > n+ 1 olmasim gerektirir.

Simdi L, ¢izgesisnin v¢(L,,) degerinin iist smirmi olusturalim. Kabul edelim
ki D kiimesi L, ¢izgesinin herhangi bir RDD-kiimesi ve D = {vg;_o|i =
{1,...,n}} U {vsns1} olsun. Bu durumda D kiimesi ile L,, ¢izgesindeki tiim
tepeleri ayrik baskin edilir. Ayrica Yu € (V(L,) — D)’deki her tepenin
ya komsusu ya da iki uzaklikta olan 2 adet tepesi yine (V(L,) — D)dir.
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Doalyist ile D kiimesi ile kisith baskinlik sarti da saglanmaktadir. Boylece;
v4(L,) < |D| = n+ 1 elde edilir.

Alt ve iist sinirlardan, L, gizgesinin kisith ayrik baskinlik sayist degeri

v4(Lyn) = n + 1 olur. O

Lemma 5.3. C*,C?,...,C, bloklarina sahip bir meta — altigen kaktiis zincir
M, olsun. Eger S, M, ¢izgesinin herhangi bir RD D-kiimesi ise, o zaman her

C" blogu i¢in SNV (C") # @ dir.

Ispat: Meta-altigen kaktis zincir M, c¢izgesinin herhangi keyfi bir
bloguna C* diyelim ve kabul edelim ki, S N V(C?) = & olsun. M,, cizgesinde,
her blok komsu oldugu bloklara bir kesim tepe araciligi ile baghdir.

O = (g iizerinde, kesim tepeye en uzak olan tepeyi secelim. Bu tepe v olsun.
Bu v tepesi komsu bloklardaki hi¢ bir tepeye komsu degildir. v tepesinden bagka
bir bloktaki herhangi bir tepeye giden her yol mutlaka kesim tepeden gecer.
Bu nedensge komsu blokta v tepesine iki uzaklikta komsgu olan ya kesim tepenin
kendisidir, ya da eger secilen v tepesi C'! yada O™ bloklarinda ise; kesim tepenin
yine aym blokta olan komsgulardir. SNV (C?) = @ oldugundan, v tepesi ayrik
baskimn edilemez. Dolayisi ile bu bir celigkidir. Ispat bagimndaki S NV (C) = @

kabuliimiiz yanhgtir.

Sonug olarak, S kiimesi, her blogun en az bir tepesini icermelidir. Yani

Vi,i € {1,...,n} i¢in SN V(C") # @ olmahdr. O

Teorem 5.4. n > 5 icin M,, meta-altigen kaktis zincir ¢izgesi olsun. M, para-

altigen kaktiis zincir ¢izgesinin kisith ayrik baskinlk saypsi, v3(M,,) = n+1dir.
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Vais2 Vai+10

Sekil 5.3: M,, Etiketli Cizgesi

Ispat: M, ¢izgesinin tepelerini Qekil ’teki gibi etiketleyelim.

Lemma [5.3[ten |S| > n oldugunu biliyoruz. Kabul edelim ki, |S| = n
olsun. Bu durumda S kiimesi her C* blogunun bir tepesini icermektedir. Bu
durumda C' ve C™ bloklarindaki bazi tepeleri ayrik baskin yapmak miimkiin
degildir. Bu durum geligkidir. Dolaysi ile |S| = n oldugunda, M,, ¢izgesindeki
tiim tepeler ayrik baskin edilemez. Boylece |S| > n + 1 olmahdir. Bu ise

v4(M,) > n + 1 olmasim gerektirir.

Simdi M, gizgesinin v¢(M,,) degerinin iist stnirini olugturalim. Kabul edelim
ki, D kiimesi M, c¢izgesinin bir RDD-kiimesi olsun ve D = {vy_3li €
{1,...,n}} U {441} olsun. Bu durumda D kiimesi ile M,, ¢izgesindeki tiim
tepelerin ayrik baskin oldiugu goriiliir. Ayrica Yu € (V(M,) — D)’deki her
tepenin ya komsgusu ya da iki uzaklikta olan 2 tane tepesi yine (V(M,) —
D)’dedir. Dolayisi ile D kiimesi ile kisith baskinlik gart1 da saglanmaktadir.
Boylece v4(M,,) < |D| =n + 1 elde edilir.

Alt ve iist siirlardan, M, cizgesinin kisith ayrik baskmlk degeri 44(M,,) =
n + 1 olur. O

Lemma 5.5. C',C?, ..., C"™ bloklarina sahip bir Ortho-zincir altigen kaktiis

O,, olsun. Eger S, O, c¢izgesinin herhangi bir RD D-kiimesi ise, o zaman her
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C* bloklary icin S NV (C?) # @ dir.

Ispat: Ortho-zincir altugen kaktiis zincir O, cizgesinin herhangi bir keyfi
bloguna C* diyelim. Ve kabul edelim ki S NV (C") = @ olsun. O, ¢izgesinde
her blok komgu bloga bir kesim tepe ile baghdir.

C' = ( izerinde, kesim tepeye en uzak olan tepelerden birini secelim. Bu
tepe v olsun. Bu v tepesi komsu bloklardaki hi¢ bir tepeye komsu degildir ve
v tepesinden komsu bloklardaki herhangi bir tepeye giden yol mutlaka kesim
tepeden geger. Bu nedenle komsu blokta v tepesine iki uzaklikta yalnizca kesim

tepe ve v tepesinin kendi blogundaki bagka bir tepe vardir.

SNV(C") = @ oldugundan, v tepesi ayrik baskin edilemez. Dolayisi ile bu
bir celigkidir. Ispatin bagindaki S N V(C") = @ kabiiliimiiz yanhstir.

Sonug olarak, S kiimesi, her blogun en az bir tepesini igermelidir. Yani Vi icin

SNV(C") # @ olmahdur. O

Teorem 5.6. n > 5 i¢in O,, ortho-zincir altigen kaktis cizgesinin kisitl ayrik

baskinlk sayst,y3(0,) = n + 2 dir.

Ispat: S kiimesi n > 5 icin O, cizgesinin herhangi bir RDD-kiimesi

olsun. Oncelikle S kiimesinin alt sinirini olugturmaya ¢aligalim.

Kabul edelimki, |S| = n olsun. Lemma [5.5ten biliyoruz ki bu durumda
S kiimesi her C" blogunun bir tepesini icermektedir. Bu durumda her C°
blogundaki bazi tepeleri ayrik baskin etmek mimkiin olmaz. Dolayis: ile bu

bir celigkidir.

Suanki varsayimimiz ise |S| = n + 1 olsun. Bu durumda ise C; ve C,
bloklarindaki bazi tepeleri ayrik baskin etmek miimkiin olmaz. Dolayis: ile
|S| = n + 1 oldugunda, O,’deki tiim tepeler ayrik baskin edilemeyecektir.
Béylece |S| > n+2 olmasi gerektigini ispat etmis olduk. Bu da v4(O,,) > n+2

olmasini gerektirir.
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Simdi ise O, gizgesinin v¢(0,,) degerinin iist siirmi olugturahm. Kabul
edelim ki, D kiimesi O,,'nin herhangi bir RD D-kiimesi olsun ve D = {vy;_s|i €
{1,...,n + 1} U vy(nq2)—2} olsun. Bu durumda D kiimeis ile O,’deki tiim
tepelerin ayrik baskin edildigi goriiliir. Ayrica Yu € (V(0,) — D)’deki her
tepenin ya komgusu ya da iki uzaklikta olan iki tane tepesi yine (V(O,) —

D)’dedir. Dolayisi ile D kiimesi ile kisithlik sartida saglanmaktadir. Boylece

74(0,) < |D| = n + 2 elde edilir.

Alt ve iist simirlardan O, cizgesinin kisith ayrik baskinlik degeri yani v4(0,,),
n > 5 icin v4(0,) = n + 2 olur. O
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6 ALGORITMA

Bu boliimde, herhangi bir G c¢izgesi iizerinde kisith ayrik baskinlik sayisini
(74(G@)) ve bu degeri saglayan minimum kiimeleri belirlemek igin tasarlanan

algoritma ve sozde kodu (pseudocode) sunulmusgtur.

Bu algoritma, verilen bir G ¢izgesinin kogelerinden olugturulabilecek tiim
olasi alt kiimeleri (power set) tek tek deneyerek caligan ”kaba kuvvet” (brute-
force) temelli bir arama yontemidir. Algoritma, her bir aday kiime S i¢in iki

agamali bir dogrulama stireci igletir:

Ilk olarak, kiime digindaki her tepenin S tarafindan ya dogrudan komsgulukla
ya da iki birim uzakhktaki en az iki tepe ile kapsanip kapsanmadigini (Ayrik
Baskinlik) kontrol eder. Ikinci olarak, kiime disinda kalan yapinin izole tepe
barindirmadigini, yani kendi i¢inde tutarh oldugunu (Kisithlik) dogrular. Her
iki kosulu da saglayan kiimeler arasindan eleman sayisi en az olani hafizada
tutarak, siirecin sonunda minimum kardinaliteyi v¢(G) ve bu sayiy1 saglayan
¢oziim kiimelerini dondiiriir. Bu algoritmanim zaman karmagiklign O(2"n?)

yada kisaca O*(2")'dir.
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Algoritma 1: Minimum Kisith Ayrik Baskin Kiime Bulma Algoritmasi

=

N

w

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

Girdi: Bir G = (V, E) ¢izgesi
Cikti: Minimum Kisith Ayrik Baskinlik Sayist v4(G) ve Kiimeleri
MinSets <+ (;
min_size < |V| + 1;
Her S CV (tim alt kiimeler iizerinde) igin
1s_disjunctive <—;
1s_restrained <;
Vaigr <=V \ 55
/* 1. Adim: Ayrik Baskinlik Kontroli */
Her v € V45 igin
N(v)N S bog mu? ve [{u € S :dist(v,u) =2} <2 mi?;
Eger cvet ise
1s_disjunctive <—;

break;

Eger is_disjunctive ise
/* 2. Adim: Kisitlilik Kontroli (V-S’de izole tepe yok)
*/
Eger Vyirr # 0 ise
Her v € Vs igin
Eger N(v) N Vypp = 0 ise
1s_restrained <—;

break;

/* Kayit Iglemleri */
Eger is_restrained ise

Eger |S| < min_size ise

min_size < |S|;

MinSets < {S};

degilse ise |S| = min_size ise

MinSets < MinSets U {S};
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7 SONUC

(Cizge teorisindeki baskinlik kavrami; iletigim aglarinin tasarimi, sosyal ag
analizleri, kaynak optimizasyonu ve tesis yerlesimi problemlerinde etkin bir
modelleme araci olarak kullanilmaktadir. Bu alanda aragtirmacilarin ilgisini
¢eken ve stratejik oneme sahip giincel parametrelerden biri de kisith ayrik
baskinlik sayisidir. Bu parametrenin, hem tepelerin etki alanini genisletmesi
(ayrik baskinlik) hem de baskin olmayan kiimenin izole kalmamasini saglamasi
(kisithlik) acisindan 6zel ¢izge yapilar tizerindeki davranigi aragtirmamizin

temel motivasyonunu olugturmustur.

Bu tez calismasinda, kisithh ayrik baskinlik sayisinin temel ve tiiretilmis
cizgeler tizerindeki sonuclar: kapsaml bir sekilde aragtirilmistir. Ik olarak P,,
Ch, Win, K1, K, ve K, , gibi yaygin olarak kullanilan temel cizge simiflari ele
alinmig; ardindan bu gizgelerin yapisal dontigiimleri olan Orta Cizgeler (M (G))

ve Merkezi Cizgeler (C'((G)) {izerinde genel sonuglar elde edilmistir.

Literatiirde yer alan temel c¢izge yapilarimin oOtesine gegilerek, ozellikle
kimyasal ¢izge teorisinde ve molekiiler modellemelerde 6nemli bir yere sahip
olan altigen kaktiis zincirleri incelenmistir. Ortho, Meta ve Para altigen kaktiis
zincirleri (O,,, M,,, L,,) i¢in kisith ayrik baskinlik sayilari, zincir uzunluguna

bagl olarak formiiliize edilmis ve ispatlar1 gergeklestirilmistir.

Elde edilen teorik sonuclara ek olarak, herhangi bir ¢izge iizerinde bu pa-
rametrenin hesaplanabilirligini gostermek amaciyla bir algoritma tasarlanmaig
ve sozde kodu sunulmustur. Bu ¢aligma ile incelenen ¢izge siiflar1 i¢in kisith
ayrik baskinlik sayilarina dair kesin degerler ve sinirlar matematiksel ispatlarla

dogrulanarak literatiire sunulmustur.
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